Géométrie 2
L3 Mathématiques 2020/21, TD1

Leonardo Colo

| seance, 19 Janvier 2021

Exercice 1

l Exercice. Montrer que les définitions suivantes sont équivalentes.
\

‘ Definition A. Soit E un ensemble non vide. On dit que E est un n espace affine sur E
| " lorsqu’il existe une loi de composition externe (noté +) de E x E vers E qui vérifie

i(.) VAEE, A+ 0 = A
(i) VA€ E, VT, TeE, A+ T+ V=A+(T+7),
i(m) VA e E, I'application ¥, : F S FE, T — A+ estune bijection.

1 Definition B. Soit E un espace vectoriel sur K et soit E un_ ensemble non vide. On
‘ d/t que la couple (E, €) ou e est une application E x E — E tel que

‘ (|) VAe E, Vx e E, il existe un seul B € E tel que e(A B) =x;
(i) YA, B,CeE, e(A,B)+¢e(B,C)=¢e(AC).
est un espace affine associé a E.

Definition C. Un espace affine est la donnée d'un couple (E, ?) ou E est un en-,

' semble non vide et E est un espace vectoriel, et d'une application de E x E dans El
'qui a (x,y) associe le vecteur Xy Vérifiant les conditions suivantes :

%)

(i) Pour tous x,y et z dans E on a Xy + yZ = XZ;

(ii) Pour tout x dans E I'application ¥, qui a x € E associe le vecteur Xy est une
.. . =2 |
bijection de E sur E. |
Definition D. Un espace affine sur K est une action de groupe transitive et fidéle |
—> —> . —_—> . . ‘
(E, E,®) ou E est un espace vectoriel sur K et ® : E x E — E est dit translation.
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Exercice 2
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w Exercice. Soit £ un espace a affine, E son espace vectoriel associé. Montrer que pour |
‘tousABCDeEonaAB —C)@AD BC. |

Solution.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

‘ Exercice. Soient A et B deux points de E. Montrer que, pour un point C de E, les |
' deux propriétés suivantes sont équivalentes:

3 AC = CB et DAC = AB 1
. Montrer qu'un tel point existe et est unique, on I'appellera milieu de {A, B}. ‘

Solution.

Solution.
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Exercice 3

E={(x,y)eR?|x+y+1=0}

Montrer que |'application

RxE—E
| A\ (x9) — (x+ Xy =)

Solution.
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Exercice 4

R x ]R>0 —> R>0
(A, P) — Pe*

Solution.
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Exercice 5
 Exercice. Soit X un espace affine de dimension n sur un corp fini commutatif K de
' cardinal k. Calculer la cardinalité de X.

Solution.

' Exercice. Plus généralement, combien sont-ils les susespaces affines de X de dimen- |
! .
'sion 0 < m<n? ‘

Solution.
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Exercice 6

. Exercice. Soient E I'espace des fonctions de R dans R, polynomlales de degré in-.
‘ férieur ou égal a n, E; I'ensemble des fonctions f de E telles que SO t)dt = let Eo

' I'ensemble des fonctions f de E telles que So t)dt = 0.

a. Montrer que E et Ey sont des R-espaces vectoriels de dimension fini.

c. Montrer que E; peut-étre muni d'une structure d'espace affine d'espace vectoriel
sous-jacent Ey.

'b. Soient f et g dans E;. Les éléments f + g, f — g, f—gg sont-ils dans E;, dans E,7

Solution.
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Exercice 7

Exercice. a. On considére un systéme linéaire de n équations a ninconnues. Montrer |

. ~ . ., ~ !

que I'ensemble des solutions de ce systéme est un espace affine associé a un'!
espace vectoriel que I'on précisera.

b. On considére I'équation différentielle ci-dessous :

y//+2y/+y: e2x

assocCié a un espace vectoriel que |'on précisera.

c. On note U I'ensemble des nombres complexes de module 1 (c’est le cercle unité).
On définit la loi externe @ : U x R — U qui a un réel t et z dans U associe
®(t,z) = ze't. Montrer que ® est transitive et ne définit pas une structure
d'espace affine sur U.

Montrer que I'ensemble des solutions de cette équation est un espace affinei

Solution.
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Exercice 8

Exercice. La partie R.y de R est elle un sous-espace affine? !

|
!
[

Solution.

11
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Exercice 9
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ia. Montrer que |'application f de E dans = qui a M dans E associe le vecteuri
| f(M)=5MA—-T7MB + 2MC est constante. ;

b. Plus généralement si a, b, c sont des scalaires tels que a + b + ¢ = 0 alors |
I'application f de E dans E quia M dans E associe f(M) = aMA+bMB+cMC 3
est constante. 1

Solution.

12
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Exercice 10

D = (PQ) I'unique droite passant par P et Q. Déterminer un vecteur directeur dei
D 1
Solution.

13



Géométrie 2 TD1 19/01/2020 Leonardo Colo
Prof. Serge Vladut Exercice 11 L3 Mathématiques 2020/21

Exercice 11

| Exercice. Soit H le sous-espace affine de R® engendré par (1,0,0), (0,1,0) eti
(0,0, 1). Déterminer une base de H. |

—~

Solution.

14
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Exercice 12

. Exercice. Soient E I'espace vectoriel des applications de [0, 1] dans R? et a, b € R?.
' Montrer que

F={feE|f(0)=a, f(1)=b}

est un sous-espace affine de E.

Solution.
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Exercice 13

Solution.
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Exercice 14
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le sous-ensemble

Vléién, Za,',j=0, Vlgjgn, Za,',j:O}
i=1

Jj=1

V = {A = (a,',j) € Mn(R)

Montrer que V' est un sous-espace vectoriel de M,(R). Quelle est la dimension
de V7

(i) On munit M,(R) de sa structure canonique d'espace affine. Posons

Vi<i<n, Ylay=1vVl<j<n, Za'ﬂ:l}
=1

=1

F— {A = (ai;) € My(R)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Solution.
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